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Problémes linéaires






Chapitre 1

Introduction: problémes linéaires

1.1 Le probléme et les méthodes
Le probléme fondamental que nous allons aborder est la résolution de I’équation
Ax =0, (1.1)

avec A une matrice et b un vecteur donnés dans des espaces linéaires de dimension fini. Un
probléme lié qui va aussi nous occuper est la résolution du probléme spectral de la matrice A

Ax = \x . (1.2)

Les appendices A-C offrent un rappel des éléments de base sur les espaces linéaires et sujets liés.

La résolution “efficace” de ’équation (1.1) pour des dimensions élevées pose un probléme diffi-
cile dont la résolution demande le concours de différentes techniques mathématiques. L’esprit ici
est de souligner I'enchevétrement de 1I’Algébre Linéaire, la Géométrie et I’Analyse Mathématique
dans I’Analyse Numérique. Le probléme abordé dans la section suivante illustre ce point.

1.2 Diagonalisation de matrices réelles symétriques

Les matrices carrées réelles et symétriques sont diagonalisables, avec des valeurs et vecteurs
propres réels. D’un coté, ceci est un résultat fondamental dans le contexte du probléme abordé
dans ce cours. D’un autre coté, la preuve de ce résultat nous permet d’illustrer concrétement
la puissance de la combinaison d’Analyse Mathématique et de I’Algébre Linéaire, un leitmotiv
dans ce cours.

Lemme 1.1. (Une matrice symétrique réelle est diagonalisable sur R). Soit V' un espace vectoriel

sur R de dimension finie: dim(V') = n,n € N*, muni d’un produit scalaire ( , ); V xV — R, avec
1

norme associée ||z|| = (x,x)2,Ve € V. Soit T une application linéaire T : V — V, symétrique
(T'(x),y) = (T(y),z), (1.3)
Alors, il existe une base orthonormée e1,...,e, de'V (c.a.d (€;,ej) = d;;) et (A1,..., ) € R?

tels que Te; = \je;, Vi € {1,...,n}.

Preuve : Par récurrence sur n = dim(V).
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i) Nous supposons d’abord dim (V) = 1.
Soit v € V, v # 0, alors V = Ling(v) = Ling(e;) avec e; = ”Z—” En particulier (e1,e;) =
1. Soit T : V' — V linéaire (symétrique), on a Te; € V = Ling(e;) = I\; € R tel que
T61 = )\161.

Notez que le raisonnement peut étre étendu au cas complexe!.
ii) On suppose que le résultat est vrai pour dim(V) < n (hypothése de récurrence). On le
montre pour dim(V') = n.
Soit V' un espace linéaire avec produit scalaire, avec dim(V) =n < ocoet T : V — V
linéaire symétrique. On définit :
p:V = R
x = (Txz,x).
Cette application est continue. En particulier, sa restriction a la sphére unité S; = {x €
Vi ||z|] = 1}, qui est compacte (fermée et bornée, parce dim(V) = n < o0), est aussi

continue. L’image de ¢ est alors compacte dans R (intervalle fermé) alors ¢ atteint son
maximum. C’est-a-dire Jv € S tel que

o(x) < p(v) = (Tv,v) == \,Vo € 5. (1.4)

On va montrer que Tv = \v.

Soit y € V'\ {0} et soit ¢ €]0, m[, alors v + ty # 0 On en déduit :

t
vty S (1.5)
[lv + tyl|
et donc :
v +ty v+iy 9
p(v) > (T , < Mv+tyl|r > (T(v+ty), v+ ty) . (1.6)
&= Ty ooy < A+ wIE= >
En développant a gauche :
Ao + tyl[2 = M(v + ty), v+ ty) = A [ Jlol2+26(0, ) + 2]l | (L.7)
=1
et & droite :
(T(v+ty),v +ty) = (Tv,v) +t(Tv,y) +t (Ty,v) +t*(Ty,y), (1.8)
S—— N——
)\ <y7TU>:<TU7y>

et on conclut (en utilisant ¢ > 0 pour pouvoir simplifier par t) :

A(2(v,y) + tylIP) > 2(Tv,y) + t(Ty,y) . (1.9)

1 faut utiliser une application linéaire T symétrique (hermitien) par rapport au produit scalaire hermitien
(voir Appendix A.3).
*Avec ||| — [lyll] < [lo = yll, on a |lv + tyl| > |l|v]] - [ltyll| = [1 = tllyl| | # O
——

#0
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Si on prend la limite lorsque t — 0", on a :
2A(v,y) > 2(Tv,y) = 0> (Tv—Av,y), Yy e V\ {0} . (1.10)
Si on prend maintenant z = —y, on dérive aussi :

0> (Tv— v, z)=(Tv—v,—y) = —(Tv— \v,y)
= (Tv—Xv,y) >0, Vy e V\ {0} (1.11)

On a alors :
(Tv—Mv,y) =0, VyeV\{0}=Tv-w=0&Tv=>\v (1.12)

On pose e, = v et A\, = A

Maintenant, on utilise ’hypothése de récurrence. Soit W = {x € V;(xz,e,) = 0}. Alors
V #W et V=W @ Ling(e,). On peut décomposer & € V

r=x— (x,e,)e, +{x,e,)e, . (1.13)
—_——

ew

Si on note T|w la restriction de T & W, Uapplication T|y : W — W est linéaire et
symétrique (exercice). On peut alors faire usage de 'hypothése de récurrence sur 7’|y :

F{er,...,en 1} et (A1,... A1) ERPTL (1.14)
tels que :
Tlwei =T|we; = Ne; , Vie{l,...,n—1}, (e;,ej) =0. (1.15)
On choisit finalement :
{e1,...,en—1,en} et (A1, ..., A1, An) (1.16)

qui montrent le théoréme.

O
Corollaire 1.1. Une matrice A € M,(R) symétrique est diagonalisable sur R.
Preuve :
On considére V = R"™ avec le produit scalaire canonique
n
(@y)=a'-y=> 'y,
i=1
otl ¢ = x'e; avec B = {e1, ..., e,} la base canonique. Si A € M, (R) est une matrice symétrique,

I’application

T:R*" — R

x — A-x , oix=uzx'e,B={epen} base canonique (1.17)
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est linéaire et symétrique. Notez que A est la matrice de T dans la base canonique

A=M(T,B,B) (1.18)
Pour la symétrie,

(x,Ty) = :L't-A-y:(wt-A-y)t:(A-y)t-(wt)t:yt-A-w:(yt~A-x)t
= (A-a)-y=(Tz,y). (1.19)

Par le lemme précédent, 3B' = {e],... e}, } et {A1,..., A} tels que

Ae; = Te; = \ie; , et (e}, €}) = 0y (1.20)
Par la définition D.2 on conclut que A est diagonalisable
O
Remarque 1.1. La matrice A est semblable & une matrice diagonale. En effet, on a
A=M(T,B)=M(T,B,B) et D= M(T,B")=M(T,B',B’) , (1.21)
et on peut écrire
A = M(T,B,B)=M(,B",B)YM(T,B',B'YM(1, B, B")
= M(B' - B)M(T,B',B'YM(B — B') = PDP! (1.22)
ou P est la matrice de changement de base P = M (B’ — B). On a
A=PDP™' | D=P'AP (1.23)

Etant donné que P est la matrice de changement de base entre des bases orthonormeées, la matrice
P est orthogonale, c.a.d P~ = Pt

1.3 Exemples de matrices symétriques

Exemple 1.1 (Opérateur Laplacien: discrétisation). Le premier exemple de matrice symétrique
est placé dans le contexte des équations aux dérivées partielles (EDP), en particulier dans une
classe de problémes qui aménent a une équation

Az =b, (1.24)
avec A symétrique et le vecteur b donnés.

a) EDP et Laplacien:

L’équation de Poisson est

2 2 2
—Au:f,oflA:a——Fa +8—.
072

57 " o (1.25)

L’opérateur A est le Laplacien et cette équation est un exemple d’EDP de type dit ellip-
tique. Elle joue un réle fondamental dans plusieurs contextes mathématiques et physiques.
Voici quelques exemples :
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— Détermination du potentiel gravitationnel de Newton
—Apgray = —47G pmasse - (1.26)
— Potentiel électrostatique

_A¢lec = @ : (127)

états stationnaires de I’équation de la chaleur, avec une densité de flux de chaleur ¢
oT

Celle-ci est une EDP de type parabolique.

états stationnaires de I’équation d’ondes avec forcage g

0%u
~Za T FAu=g. (1.29)

L’équation d’ondes est le prototype d’EDP de type hyperbolique.
b) Le Laplacien: un opérateur symétrique, (en fait, auto-adjoint *). Nous con-

sidérons l'espace linéaire L?(D C R") de fonctions de carré intégrable, c.a.d f € L?(D) ssi
In f?d"x < oco. L?*(D C R™) est un espace de Hilbert avec produit scalaire

)= | ras. (1.30)

Remarque 1.2. espace de Hilbert complexe. Nous pouvons aussi considérer des fonctions
p: D CR" = C, avec fD |o|?d™x < oo, qui est aussi un espace de Hilbert avec produit
hermitien (sesquilinéaire)

(0, 0) = /D pod (1.31)

On va étudier une discrétisation de cet opérateur, notamment ce qu’on appelle des différences
finies. Pour simplifier, nous allons étudier le cas en dimension 1, avec des condiitions aux bords
dites "Dirichlet honogeenes". L’équation (1.25) devient

d*u
AL (1.32)
u(0) =u(1) =0

avec f € C([0,1],R). On peut montrer que u € C%([0,R]).

Etant donné N € N, on définit le pas de la discrétisation h = et on introduit les points

1
N+1>
1

i N+1

, Vie{0,1,...,N+1} (1.33)

3La notion d’opérateur auto-adjoint dans un espace linéaire de dimension infinie implique des aspects subtils
sur le domaine de 'opérateur. Dans ce cours, nous ne discutons pas de ces questions.
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u(x)

z0=0 o x; = ih TN =1

Figure 1.1: Schéma de la discrétrisation par différences finies.
On évalue I’équation (1.32) dans les points z; € {1,..., N}. Notons que u(zg) = u(rn4+1) = 0.
Ainsi :
—u"(x;) = f(x;) , Vie{0,1,...,N+1} (1.34)

ou f(x;) sont les waleurs exactes de la solution u(z) evalué sur ;. On va suposser que u €
C*([0,1],R). On peut alors écrire le développement de Taylor-Lagrange :

h? h3 h*
(i) = u(@; + h) = u(@:) + ' (zi) + S (2:) + gu(g) + ﬂu(4) (&) & €lai, wiva] (1.35)
De la méme maniére :
h? h3 ht
u(xi—1) = u(z; — h) = u(x;) — hu'(x;) + ?u”(xi) - Eu(g) + ﬂu(4)(ni) , Mi €lxi—1, ] (1.36)

Si on ajoute les deux expressions, on obtient :

h4
(i) + ulziot) = 2u(x;) + h2u" (z;) + ﬂ(u@ (&) +u () . (1.37)

Alors, on peut écrire :
—u(rip1 + 2u(x;) —u(ri—1) hj
h? 24

Si on définit maintenant [’erreur de consistance R; par :

—u"(x;) — (ut (&) +u™ () (1.38)

—u(xiqt1 + 2u(x;) — u(wiz1)

Ri = —u//(ﬂ’ji) - h2 5 (139)
on a
h2
R; = ﬂ(uw (&) +uP(n)) (1.40)
de telle maniére que :
W 4 4 h? 4 4
|Ri| = ﬁ\u( V(&) +uW ()| < 21 &)+ )
——— ———
<supgepo iy [u® (2)]  <supgejo,ip [u® (@)
h? h?
_ 4) — @ 1.41
sup |u\*(x TASZA | PO .
i3 st WO = 53 ) (1.41)

<oo
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Cela nous dit que 'erreur de consistance tend vers 0 comme h? (on dit que le schéma est consistant
a lordre 2).

L’idée maintenant est de se rapprocher du probléme originel par un probléme discret, en
faisant

d*u —u(wig) + 2u(x;) — u(zi)
dx? h? '

(1.42)

Néanmoins, cette expression utilise les valeurs exactes u(x;), mais ces valeurs sont précisément
les inconnues qu’on cherche & trouver. A ce point, nous introduisons des valeurs u; qui vont
représenter des approzimations des vraies valeurs de wu(z;). Si on a aussi b; = f(z;) (valeurs
exactes du membre & droite!), nous pouvons définir le probléme discret

=b; , iG{l,...,N}

h2 (1.43)

{ U1t 2u; — Ui—1
ug = un4+1 =0

Si on définit la matrice Ay, par ses éléments matriciels :

,i:j,i,jE{l,...,N}
Cli—jl=1,ij€{1,...,N} (1.44)
a|i_j|>17i>j€{17"'aN}

(ANn)ij =19 —

o %‘»—\{a‘w

on peut écrire le probléme (1.43) comme
Anyu=0> (1.45)
Pour avoir une idée, les premiéres matrices Ay sont de la forme :

s 1 0 2 -1 0 0

2 -1 -1 2 -1 0
0o 0 -1 2

On verra que cette matrice est inversible (en fait elle symétrique définie positive), ce qui nous
permet de trouver la solution approchée comme :

u=(Ay)"'b. (1.46)

Cette équation différentielle nous améne & notre premier probléme matriciel de type Ax = b, et
on peut déja voir que si N devient trés grand, le probléme d’inversion de Ay devient non-trivial.
Ce probléme d’inversion des matrices de grande taille, et en particulier des matrices symétriques,
sera un des sujets fondamentaux de ce cours.

Un autre aspect important, déja présent dans ce probléme? concerne la convergence de la
méthode. Notamment, I’attente est que, lorsque h — 0, la solution approchée u; tend vers u(z;).
C’est-a-dire que, si on définit 'erreur comme :

e =u(x;) —wi, ie{l,...,N}, (1.47)
on peut voir en appliquant les résultats précédents que :

A,e=R, (1.48)
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ol R; est donné par (1.40). Alors,
e=(AN)"'R. (1.49)

Le fait que |R;| tende vers 0 quand h — 0 est bon, mais ce n’est pas suffisant pour garantir que
e — 0. Pour ¢a, il faut montrer que Ay, qui dépend de h, est telle que ’on puisse donner un
sens & la norme ||(An)7!|| et elle qu’elle soir, notamment bornée indépendamment de h. Ce
type de question liant la convergence d’un schéma avec la norme d’une matrice approprié sera
aussi I’'objet de notre cours.



Chapitre 2

Méthodes directes

Définition 2.1 (méthode directe). On appelle méthode directe de résolution de

Ar=b, Ae M,(R) ,z,b e R" (2.1)
une méthode qui donne exactement x (A et b étant connus), solution de (3.34) aprés un nombre
fini d’opérations élémentaires.
2.1 Décomposition LU (méthode de Gauss/ d’échelonnement)

Le principe de la méthode est de transformer un systéme linéaire, par des combinaisons linéaires et
des permutations de lignes, dans un systéme triangulaire équivalent. On va rappeler la procédure
de cette méthode, étudiée dans les cours précédents avec un exemple.

Exemple 2.1. On considére le probléme (3.34) avec :

4 -2 6 12
A=12 -4 9| , b=|-2 (2.2)
—4 5 -9 12

On construit la matrice augmentée:

) 4 -2 6 | 12
A=(A b)=|2 -4 9 |-24]|, (2.3)
—4 5 -9 12

Et on procéde avec la méthode de pivot déja étudiée pour transformer A en une matrice tri-
angulaire supérieure. Simplement, dans ce process, on va garder systématiquement l'information
des lignes qu’on retranche a chaque pas de l'itération. Concrétement, vu que ¢1(1) = 4 # 0, nous
pouvons I'utiliser comme pivot. Si on note Ag=A

Cta20 4 -2 6| 12
Ay - =" A =10 -3 6 |-30]. (2.4)

Notons que cette transformation de A et b, qui change la deuxiéme ligne en lui retranchant la
premiére ligne multipliée par un facteur % est le résultat de multiplier Ay par la gauche par la

15
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matrice :
1 00 1 0 00 1 00
E1—010—§100:—%10 (2.5)
0 01 0 00 0 01
On procéde de la méme maniére pour échelonner la matrice :
B LT S A W R T 4 -2 6| 12
A7 ST Ay =0 =3 6 | =30 —° A3=10 -3 6[-30], (2.6
2 0 3 -3 24 s 0 0 3| -6
avec
1 0 0 1 00
Ey=|01 0] ,E={010 (2.7)
1 01 0 1 1

Comme résultat de la procédure, autant que tous les pivots qu’on trouve soient différents de zéro,
on construit un systéme linéaire équivalent Asx = b échelonné qu’on peut résoudre facilement
par remontée. Le résultat est

x=| 6 (2.8)

Si on a besoin de résoudre ce systéme pour différents vecteurs b, dans chaque cas on doit répéter le
calcul du vecteur b (dans le process d’échelonnement de A). Sile nombre d’équations a résoudre
est élevé, cette répétition est clairement & éviter en cherchant une méthode plus efficace. Si on
regarde notre exemple, on note que c’est ce qu’on a fait, on peut ’écrire :

Az =b — E3E2E1ACL’ = E3E2E1b s (29)
U

ou U est une matrice triangulaire supérieure (c.a.d. wu;; = 0, si 4 > j). Le matrices E; sont
inversibles et on peut alors multiplier 'expression & gauche

Az = (E3FyF) 'Ux =b=E;'E;'E; ' Uz = LUz = b (2.10)
~————
L
avec
100 1 00 1 0 0
E) =4 1 0], ,E5"'=[0 10],E"'=(0 1 0 (2.11)
001 -1 0 1 0 -1 1
Ce qui ameéne & :
1 0 0
L=(3 1 0 (2.12)
-1 -1 1

L est une matrice triangulaire inférieure (I;; = 0,7 < j) avec des 1 dans la diagonale principale
et les éléments non nuls sont les coefficients qu’on a utilisé pour retrancher chaque ligne dont
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le pivot est non nul dans le process d’échelonnement '. En particulier nous avons décomposé la
matrice A comme le produit d’une matrice triangulaire inférieure L et d’'une matrice triangulaire
supérieure U

A=LU. (2.15)
En particulier, dans notre exemple
1 0 0 4 -2 6
A=|3 1 0]f0 -3 6 (2.16)
-1 -1 1 0 0 3

Notez que la décomposition de A comme produit d’une matrice triangulaire inférieure et d’une
matrice triangulaire supérieure n’est pas unique. Par exemple, on peut multiplier la premiére
par 2 et la deuxiéme par %

2 0 0 2 -1 3
A=|1 2 o]0 -3 3, (2.17)
-2 -2 2/ \0 3
et on peut aussi trouver d’autres paires de matrices
2 0 0 2 -1 3
A=11 -3 0 0o 1 -=21. (2.18)
-2 3 1 0o 0 3

Ce qui est particulier de la décomposition (2.16) c’est que les éléments de la diagonale principale
de la matrice L sont seulement des 1. Comme va le voir plus tard, une telle décomposition est
unique et on 'appelle décomposition LU de la matrice A.

Si on utilise cette décomposition, on peut résoudre le systéme original

Axz = b
LUz = b (2.19)

en deux pas, en introduisant un vecteur y intermédiaire

Ly = b
Ux =y (2.20)

'"En général, la structure de matrice sera toujours

1 00 1 00
(B1) = —a 10 , B = 0 1 0 , E3 =
01 - 0 1

0
1 00 1 00 1 00 (2.13)
()™t = [a 1 0 , E;' = |0 10 , E;' = |0 10
0 0 1 b 0 1 0 ¢ 1
Ce qui améne a :
1 00
L=E'E;'E;'=la 1 0 (2.14)
b ¢ 1
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Etant donné b, la résolution pour y est directe car L est échelonnée. En particulier, vu que L
est triangulaire inférieure, on va résoudre par descente. Une fois y calculé, on résout pour x par
remontée. La procédure peut étre répétée en commencant toujours avec b.

2.1.1 Algorithme LU, sans permutation

Nous présentons maintenant les pas pour résoudre le systéme par factorisation, dans le cas que
tous les pivots qu’on trouve soient différents de zéro.

1. Factorisation.
On passe en n — 1 pas de la matrice A®) & une matrice A = U triangulaire supérieure.
Dans le process, on construit la matrice L.

i) Pas k = 1: On initialise la matrice A1) = A et on définit la premiere ligne de U. Si
a11 # 0 (pivot non-nul), on fait

az(jl») = ai, 1,5€{1,...,n}
wy; = df, je{l,...,n} (2.21)

ii) Pas k4 1 < n: On construit la colonne k de L, la matrice A*+1) et la ligne k + 1 de
U. Si ag # 0 (pivot non-nul)

a) Pour L:
alk)
Lr=0,i<k , =1, L= gﬁ),wk. (2.22)
i
b) Pour AK+D:
k k . .
aft = o ief1,.khgedl,. 0}
k+1 k k . .
o = 0 el ie{k+1,.n}je{l,..n}. (2.23)
c) Pour U:
ki = ayn) G e {1, n) (2.24)

iii) Pas k = n: On agit comme dans le cas k+ 1 < n et on finit la derniére colonne de L
lin=0,i<n , lpp=1. (2.25)
On constate que U = A™).

2. Descente: On calcule y (o Ly = b)

i—1

yi=bi— > lgyr, i€{l,...,n} (2.26)
k=1

3. Remontée: On calcule x (ou Uz = y)

1 n
i=— |y : cie{n,... 1 9.27
x o (y Z ukxk> i€ {n } (2.27)

k=i+1
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Remarque 2.1 (Factorisation, version matricielle). Le pas 1 de la procédure précédente peut
s’écrire d'une facon plus compacte :

i) Pas k = 1:

AN =4 (2.28)

ii) Pas K+ 1 < n: On introduit la matrice E} avec des zéros partout sauf dans la diagonale
principale (diag[l...1]) et en dessous de la diagonale principale dans la colonne k:

1 ... 0 ... ... 0 1 ... 0 ... ... 0
0o . 0 : 0o . 0
1 0 : : 1 0 :
E.=1: —“1(621,1@- 1 : , Ekfl =1: 0 1 | (2:29)
o oP)
: 0 0
_ai’ﬂ aiLk)
0 (k)’“ 0 1 0 7’; 0 1
kk kk
On a alors
A+ — B AK) (2.30)

iii) Une fois le process fini, on construit :

U = A"
1 0 0
ey
11
: 1 0 :
—1 —1 k
L = Ef'-...E'=] . a) ) : (2.31)
: NG :
kk
: : - 0
1 k n—1
e oL
SRR 2 P
a51) agck) a'Ezfl,'r)zfl

Notez:

a) Comme on peut le voir dans la notation adoptée dans le pas ii), on a regroupé dans la
matrice Ey tous les coefficients utilisés pour obtenir des zéros sous la diagonale principale
a la colonne k. En général, une matrice Ej est une matrice triangulaire inférieure, avec
des 1 dans la diagonale principale et des éléments non nuls seulement dans la colonne k en
dessous de la diagonale.

b) La matrice L a une forme trés simple: elle est triangulaire inférieure, avec pour diagonale

diag(1,...,1) et I'élément l;; est le coeflicient par lequel on a multiplié la ligne de pivot

(4)

a;; avant de la retrancher de la ligne 7.



20 CHAPITRE 2. METHODES DIRECTES

2.1.2 Algorithme LU, avec permutation

Dans la discussion précédente, on a supposé qu’a chaque pas de 'itération, on trouve un pivot
non nul. Ceci n’est pas le cas en général. Pour illustrer la maniére de procéder quand on trouve
un pivot nul, on commence avec un exemple.

Exemple 2.2 (Une premiére décomposition LU avec permutation). On considére ’exemple de
la matrice :

11 1
A=|1 1 —-1] . (2.32)
21 1
Le premier pas de la méthode LU :
P 1 1 1
AV =4 BPTESE Ao 0 -2 (2.33)
0 -1 -1

1 0 O
Ei=l-1 1 0
-2 0 1

produit un zéro pour le deuxiéme pivot. Pour pouvoir continuer, on interchange simplement la
deuxiéme et la troisiéme ligne. En effet, cette opération ne change le systéme linéaire associé.
Concrétement :

1 1 1
A e A o -1 -1 (2.34)
0

1 00
P=|0 0 1 0 -2
01 0

Dans ce cas, l'itération a déja abouti & une matrice triangulaire supérieure. On peut écrire les
pas suivants :

PEA=TU (2.35)

Notons que P, Fq n’est pas triangulaire inférieure. En effet,

100 1 0 0 1 0 0
PBLE,=|0 0 1 -1 1 0]=|-2 0 1]|#L (2.36)
0 10 -2 0 1 -1 1 0
Notez, néanmoins, qu’on peut écrire :
1 0 0 1 00 100
PBE,=|-2 0 1]=|-2 10 00 1|=EDP (2.37)
-1 10 -1 0 1 0 10
N————
2

ou E} est obtenue & partir de E; en interchangeant, dans la colonne 1, deux éléments (dans ce
cas, les deuxiéme et troisiéme). Ainsi, on peut réécrire (2.35)

EiPRA = U
PA = (BE)'U=LU. (2.38)

L
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Autrement dit,

100 1 1 1 100 1 1 1
0 01 11 -1)]=12 10 0 -1 -1 (2.39)
010 21 1 1 01 0 0 -2

Py A L U

On a pas réussi’ a écrire A = LU. Par contre, on a trouvé un réarrangement des lignes de A,

donné par P> A, qui admet en fait la décomposition PobA = LU. Dans le théoréme 2.1, on va
montrer qu’on peut toujours trouver une telle décomposition.

La matrice P, dans I'exemple précédent est un cas de matrice de permutation P, qui nous a
servi a réordonner les lignes dans la procédure de Gauss pour trouver un pivot non nul.

Erreur d’arrondi est choix de pivot.

Meéme si nous ne sommes pas obligés de réarranger les lignes pour obtenir un pivot non nul, nous
pouvons nous intéresser a un tel changement d’ordre. En général, étant donnée une matrice A,
il n’y a pas une seule matrice de permutation P telle qu’on puisse écrire PA = LU. Différents
P sont possibles et chaque P améne génériquement a un couple (L, U) différent.

Un choix privilégié du point de vue numérique consiste & arranger les lignes de telle maniére
qu’on choisisse comme pivot, & chaque pas de l'itération de la méthode de Gauss, le coefficient
avec la plus grande valeur absolue. La raison est la limitation des erreurs d’arrondi: si on peut
garder seulement un nombre fini de chiffres significatifs, comme c’est le cas avec un ordinateur,
c’est mieux de travailler avec des nombres avec des petites valeurs absolues plutdét qu’avec des
nombres des grandes valeurs absolues. Vu que, dans la méthode de Gauss, il faut diviser a chaque
pas le pivot, ca nous améne au choix signalé.

On reprend l'exemple 2.2 pour illustrer ce point.

Exemple 2.3 (Non-unicité de P dans la décomposition PA = LU). Si on considére & nouveau
la matrice (2.32), en regardant la colonne 1, on voit que, dans le premier pas de itération, on
peux interchanger les lignes 1 et 3 de maniére & ce que le pivot choisi soit celui avec la valeur
absolue la plus grande. Explicitement, cela donne :

1 1 1 2 1 1
AV — a-[1 1 21 el A0=1 1 -1
0o 0 1
21 1) 5 (01 o 11 1
1 0 O
Ly — £y — L0y 2 1 1
L3 Hi; 36 A®D — o L _3
1 0 0 Oi 12
El(% 1 0) 2 2
-1 01
e 2 1 1
ol ‘
s2lcl 4 _ | L3 (2.40)
00 2

1 0 O
E>,=({0 1 O
0 -1 1

2En fait, on peut montrer que pour cette matrice, ce n’est possible  faire (voir caractérisation dans le théoréme
2.1).
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Finalement, on a obtenu la matrice triangulaire supérieure U = A®) en faisant

EyE\PLA = U, (2.41)
qu’on peut réexprimer comme suit :
PA=FE{'E;'U (2.42)
L
0 0 1 1 1 1 1 0 0 2 1 1
_ |1 1 3
01011 -1]=(310]|0 3 -3 (2.43)
100/ \21 1 ; 1.1/\0 0
P A L U

Ici, P; est & nouveau une matrice de permutations mais elle est différente de celle de 'exemple
(2.2).

Définition 2.2 (matrice de permutation). Une matrice P € M, (N) est une matrice dont les
éléments sont des 0 ou des 1 et telle qu’il y a un seul 1 par ligne et par colonne. Autrement
dit, étant donnée une permutation {o(1),...,0(n)} des éléments {1,...,n}, les éléments de la
matrice de permutation associée & o P? s’écrivent :

)

i 1, o@i)=j
Pl =05 = { () J (2.44)

Remarque 2.2. Dans notre contexte, nous commentons quelques points:

i) Si on voit P? comme la matrice d’une application linéaire dans une base B = (e, ..., €,),
la matrice P? réordonne simplement les éléments de la base pour donner une nouvelle base
4, !
ordonnée B’ = (eg(1), - - -, €q(n))-

ii) étant donnée une matrice A € M,(R),en multipliant par P & gauche (A — PA), on
réordonne les lignes de A, tandis qu’en multipliant & droite (A — AP), on réordonne les
colonnes.

iii) Transpositions. Pour notre probléme, il suffit de considérer des transpositions, c’est-a-dire
des permutations qui interchangent simplement deux éléments. Dans ce cas, 'expression
matricielle est particuliérement simple :

1

plid) — : : (2.45)

1

Avec cette notation, la matrice Py de 'exemple 2.2 est écrite Py = P(23)
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Nous pouvons maintenant présenter le procédé de factorisation dans la décomposition LU
dans le cas général d'un possible arrangement des lignes & chaque pas de l'itération.

Factorisation dans ’algorithme LU avec permutations (version matricielle).
Nous suivons les trois pas dans 2.1:

i) Pas k= 1:
A =4 . (2.46)
ii) Pas k+ 1 < n: D’abord, on arrange les lignes de la matrice en multipliant & gauche par

une permutation Py (notamment une transposition) qui change seulement l'ordre des lignes
£(i) avec i > k. Apres, on multiplie (& gauche) par la matrice Fy de (2.29). On a alors

AFH) — g p AR (2.47)

iii) Une fois le procédé fini, on construit une matrice triangulaire supérieure

(Bn_1Pp 1) ... (EyPy)(EyP)A =AM = U . (2.48)

La différence fondamentale avec le cas sans permutation est que les pas précédents n’aménent
pas directement, en général, 4 une matrice triangulaire inférieure comme L = (E1)™'... (E,_1)~%
En effet, en général, les matrices Ey et Py (avec [ > 1) ne commutent pas, ce qui empéche de
factoriser la matrice E,_; ... E; a gauche dans (2.48). On peut illustrer ceci avec un exemple.
Si on consideére le cas n = 4, on peut écrire (2.48) comme :

(B3P3)(ExP2)(E1P)A =U (2.49)

Comme on I'a dit, les matrices E; et P; ne commutent pas en général, alors on ne peut pas écrire
(E3EyFE)(P3PyP)A = U. En effet, si on considére par exemple le troisiéme pas de ’algorithme,
on peut écrire :

1 0 0 0 1 0 0 O
01 00 01 0 O
E=lo a1 0l B=looo 1] (2.:50)
0 b 01 0 010
pour certains a et b. Si on calcule P3E5 et EoP3, on obtient :
1 0 00 1 0 0 0
01 00 01 00
BsBr=1o 4 0 1] » 225500 4 0 1 (251)
0O a 1 0 0O b1 0

et on constate que P3Fs — EoP3; # 0. Néanmoins on peut observer que si dans P3FEs, on
interchange la troisiéme et la quatriéme colonne (ce qu’on fait en multipliant & droite par Ps),
on récupére une matrice “type Ej”. Plus spécifiquement, on a :
PsEy = P3Es (PsPs™") = EyPs (2.52)
N——

Iy
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oil (on a aussi utilisé P3~! = P3)

S O =

0
0
. (2.53)

L o= O
— o O O

0 0

est, en effet, une matrice type Ej dans (2.29), obtenue de Ey précisément en interchangeant les
coefficients 3 et 4 (ceux interchangés par P3) dans la colonne 2.

Cette propriété de commutation n’est pas valable pour n’importe quelle permutation et ma-
trice “type Fj”, mais il n’est pas difficile & se convaincre qu’elle est en fait valide pour les matrices
spécifiques qu’on est en train considérer: notamment, les permutations Py (I > 1) correspon-
dant & arrangement de lignes aprés la ligne dont le pivot correspond & Fji. Dans ce cas, on
a

PoEy=EpPeyy , 1>1, (2.54)

ot E, est obtenue a partir de E}, en interchangeant les éléments dans la colonne k sous la diagonale
principale, d’accord avec la permutation Py (cf. Ey et E} en (2.50) et (2.53), respectivement).
Pour 'expression générale, pour le cas des transpositions, on a :

Pl By, = EjP) (2.55)
avec
(Biok = (Er)jok
(Et)joe = (Bk)igk
(E)ij = (Ek)ij pour lereste, c.a.d. j#k ou (i # o, Jo) - (2.56)

Nous sommes maintenant en condition pour énoncer et démontrer le théoréme de décompo-
sition LU avec permutations.

Théoréme 2.1 (Décomposition LU). Soit A € M, (R) une matrice inversible. Alors il existe une
permutation P (non unique) telle que, pour ce P, il existe un et un seul couple de matrices (L,U)
ot L est triangulaire inférieure de termes diagonaur égaux o 1 et U triangulaire supérieure, avec

PA=LU . (2.57)
Preuve :

o FEristence.

L’existence découle directement de I'expression (2.48) comme résultat de la factorisation
dans l'algorithme LU avec permutations. On peut alors écrire :

Ep1Py1...E2Py E1Py A=T. (2.58)
Si on utilise maintenant (2.54) pour passer les permutations P; vers la droite, on a :

En1E, oPy_1...EyPsE\P,PL A=U

(BnrElL .. BV VEY ) (P Pyy.. . PsPP)A=U . (2.59)
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Si on définit maintenant L et P comme :

n—3 n—2)\ — n—2)\ — n—3)\ — _ _
L = (BaiEl .. By VB = (B) ) NEY) B, ) (But) ™!

n—2

P = P, 1P, o...P3PP (2.60)
on peut écrire
PA=LU . (2.61)
Notez que la preuve d’existence n’utilise pas le fait que A soit inversible.
Unicité.

On suppose que pour P donné, il existe deux couples (L1, U;) et (La,Us), tels que:
PA=LU; , PA=LyUs, (2.62)
alors
LUy = LyUs (2.63)

Si A est inversible, vu que Li et Lo sont inversibles, on conclut que Uy et Us sont inversibles.
Ainsi, on peut multiplier (2.63) a gauche par L' et a droite par U; '. On obtient

Ly'Ly = UpU? (2.64)

Maintenant, on utilise® le fait que Ly 111 est une matrice triangulaire inférieure avec
diag(1,...,1) pour diagonale principale et UU; ! est une matrice triangulaire supérieure.
Alors, nécessairement, on a :

Ly'Ly =1, =UU; (2.65)

et on conclut
Li=Ly , U =U, (2.66)
]

Remarque 2.3. Faisons quelques remarques générales sur le résultat de la décomposition PA =

LU:

i) Dans le résultat de la décomposition PA = LU, on affirme U'existence de P, mais pas son

unicité.

ii) étant donnée P, si A est inversible, L et U sont uniques. Mais si A n’est pas inversible, la

décomposition PA = LU peut toujours se faire, mais elle n’est pas unique.

3Exercice! (Matrices triangulaires). Montrer que pour L1, L2 matrices triangulaires inférieures (respectivement
Ui, Us matrices triangulaires supérieures), les matrices L', Ly ', L1 - L2 sont triangulaires inférieures (respective-
ment, U; 1, Uy *, Ur - Uz sont triangulaires supérieures).
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Ezemple 2.4 (Non-unicité de PA = LU, pour A non-inversible). Si on considére

A <8 1) (2.67)

<8 1) - (i (1)> <8 1EA > (2.68)

Cette non-unicité est consistent avec la non-inversibilité de A

on peut vérifier YA € R

i) Pivot partiel versus pivot total. Dans 'algorithme qui améne 4 la construction des matrices

L et U (partie d’existence), on interchange seulement les lignes, et pas les colonnes, pour
trouver le pivot avec la valeur absolue la plus grande. On parle de pivot partiel. Pour le
pivot total, on chercherait le plus grand pivot en changeant aussi les colonnes.

ii) L’algorithme du pivot partiel dans le probléme Ax = b, ne réarrange pas les composantes

de x vu qu’on ne change pas le colonnes de A. Le vecteur b, par contre, est en général
réarrangeé.

Caractérisation A = LU sans permutation

Avant de considérer plus spécifiquement le cas de matrices symétriques définies positives, nous
allons donner une caractérisation de la possibilité d’écrire A = LU sans matrice de permutation
P. D’abord, nous devons introduire la définition suivante.

Définition 2.3 (matrice principale, mineur principal). Soit A € M, (R) et k € {1,...,k}. On
appelle:

i) Matrice principale d’ordre k de A, la matrice Ay, € My (R) définie par (Ay)i; = Aij, Vi, j €

,... k)

i) Mineur principal d’ordre k, le déterminant de la matrice principale d’ordre k.

Avec ces éléments, nous pouvons énoncer la caractérisation suivante.

Proposition 2.1 (Caractérisation de A = LU, sans permutation). Soit A € M, (R). Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:

i) 1l existe une unique couple (L,U), avec L matrice triangulaire inférieure dont les coefficients

diagonauzx sont égaux & 1 et U une matrice inversible triangulaire supérieure, tel que A =
LU.

it) Les mineurs principauz de A sont tous non nuls.

Avant de démontrer ce résultat, on va introduire le lemme technique suivant.

Lemme 2.1. Soit A € M,(R) etk € {1,...,n}. On suppose que pour chaque matrice principale
Ay de A, il existe une matrice Ly € My (R) triangulaire inférieure avec des coefficients diagonaux
tous égauz G 1 et une matrice triangulaire supérieure Uy € My (R) inversible, telles que Ay =
LiU,. On a alors:
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a) On peut écrire A sous la forme :

Ly, 0k><(n—k:)> < Uk Bk)
A= , 2.69
<Ck Ik On—rkyxk Dk (269)

ot By € Mk,nfk(R)y Cy € Mnfk;k(R) et Dy, € Mnfk;nfk(R)-

b) En particulier, la matrice principale d’ordre k + 1 s’écrit sous la forme

_ (Li Orxg Up by
Ap1 = <Ck: 1 )<Okz><1 dk> ) (2.70)

ot (br) € My 1(R) est la premiére colonne de la matrice By, , (c) € M (R) est la premiére
ligne de la matrice Cy, et dy, est le coefficient de la ligne 1 et colonne 1 de Dy.

Preuve: A compléter. O
Preuve (de la proposition 2.1): A compléter.
O

2.2 Décomposition de Choleski

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur le cas des matrices symétriques définies
positives.

Définition 2.4 (Matrice définie positive). A € M, (R) est symétrique définie positive si :
i) A= Al (symétrique).

i) Az -z > 0,Vz € R™\ {0} (définie positive).

Un exemple important de ce type de matrice est la discrétisation du Laplacien qu’on a étudié
dans 'exemple 1.1.

Une caractérisation trés utile des matrices symétriques définies positives est donnée en termes
de mineurs principaux.

Proposition 2.2 (Caractérisation d’une matrice symétrique définie positive par ses mineurs
principaux). A € M,(R) est symétrique définie positive si et seulement si tous ses mineurs
principavs sont strictement positifs.

En particulier, comme conséquence de la proposition 2.1, une matrice A symétrique définie
positive admet toujours une (unique) décomposition A = LU sans permutation. Dans cette
section nous allons discuter une autre factorisation spécialement adaptée au caractére symétrique
et défini positif de ces matrices. Nous commencons avec un exemple qui part de la décomposition
LU.

Exemple 2.5 (Premier contact avec la factorisation de Choleski). Nous considérons la matrice

11 2
A=[15 6] . (2.71)
2 6 17

[a—
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La matrice A est symétrique et, comme on peut le vérifier & partir e.g. du calcul de ses mineurs
principaux, elle est aussi définie positive. Alors, elle admet une décomposition A = LU unique.
On va construire explicitement une telle décomposition.

1 1 2 Lol-b 1 1 2 1 1 2
(3 — — 207 P Q—
15 6 Pl 0 4 4 b2l 0 4 4f . (2.72)
10 0 1 0 0
26 17) o (1 0 ) \o 4 18] o (50 0> 009
2 0 1 0 1 1
Alors, on peut écrire
11 2 1 0 11 2
15 6|=(110][0 44 (2.73)
2 6 17 211 0 09
L U
Notez qu’on peut écrire :
1 1 2 1 0 0 11 2
U=10 4 4|={0 4 0 11 (2.74)
0 09 009 0 01
D Lt
ou D est la diagonale principale de U. Alors,
A=LDL' (2.75)

Nous notons que tous les coefficients de D sont strictement positifs. Alors, nous pouvons intro-
duire la matrice racine carrée

1 0 0
1
D:=1[0 2 0 (2.76)
0 0 3
pour écrire :
. 1 00 1 00 1 00 1 1 2
A=LD2D2L' = [1 1 0|0 2 0O 020011
1 1 0 0 3 0 0 3 0 0 1
L Lt
1 0 0 1 1 2
= |12 0| [0 2 2 (2.77)
2 3 0 0 3
L Lt
C’est-a-dire, on a écrit
o B 1 00
A=LL" , avec L={1 2 0 (2.78)
2 2 3

La matrice L est triangulaire inférieure avec coefficients positifs dans la diagonale principale.
L’expression (2.78) s’appelle la décomposition de Choleski de A.
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Le pas clé, dans ’exemple précédent, est la possibilité de prendre (dans les réels) la racine
carrée de la matrice D définie pour la diagonale principale de U. Dans ’exemple suivant, le cas
de la décomposition de Choleski dans M2 (RR), on voit que ceci est une conséquence du caractére
symétrique défini positif des matrices considérées. Aprés I'exemple, ceci est énoncé en toute
généralité.

Exemple 2.6 (Décomposition de Choleski: cas n = 2). On considére une matrice A € M>(R)
symétrique définie positive, on peut toujours écrire :

A= (Z i) . (2.79)

. 1 . . ..
Si on prends x = ( ), le caractére défini positif de A implique

0

Az -z =2'Az = (1 0) <Z i) <(1)> =a>0. (2.80)

Autrement dit, le mineur principal A7 = a > 0, comme il en résulte de la caractérisation 2.2.
Ainsi, étant donné que a > 0, on peut procéder a la décomposition LU

lo—slo—2¢
A= (@ P) g (o b (2.81)
b ¢ L—( 0) 0 c— =

1

Qo =

Alors, on peut écrire :

1 0\ (a b 1 0\/a O 1 2
A‘(z: 1) (o c—b;>—<z 1) (o C_b;) (o 1) (282)
T Y
L U L D Lt

Si on utilise maintenant le reste de l'information sur A, notamment la positivité du mineur
2

Ay = ac —b? > 0, on conclut (avec a > 0) ¢ — — > 0. On peut alors écrire :
a

A = @(‘f \/00_762> (f co—’ﬁ)@ (2.83)

L 1 ) Lt
D2 D2
b
_ (v 0 Ve v (2.84)
a £ c- £ 0 c—2 .
Va a -°
L I

. .. . . 1 .
Comme on I’a annoncé ci-dessus, la proposition suivante nous garantit que D2 peut toujours
étre construite comme matrice réelle, pour des matrices symétriques définies positives.

Proposition 2.3 (Caractérisation d’une matrice symétrique définie positive a partir de sa dé-
composition LU). Soit A € M, (R) une matrice symétrique admettant une décomposition LU
sans permutation. Alors A est symétrique définie positive si et seulement si tous les pivots
(c.a.d. les coefficients diagonauz de la matrice U) sont strictement positifs.
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Preuve: A compléter. O

Pour continuer, nous allons énoncer et prouver le théoréme de décomposition de Choleski,
qui présente une partie d’existence et une autre d’unicité. En particulier, la partie d’existence
suit esprit du schéma de ’exemple 2.6 pour le cas n = 2, dont le contenu est essentiellement
celui de la proposition 2.3. La partie de 'unicité, qui utilise d’'une maniére basique le résultat
d’existence, proportionne I'algorithme de Choleski proprement dit.

Théoréme 2.2 (Décomposition de Choleski). Soit A € M, (R), une matrice symétrique définie
positive. Alors il existe une unique matrice L € M,(R) telle que:

i) L est triangulaire inférieure.
i) l;; >0,Vie{l,...,n}.
ii) A= LL'.
Preuve:
o FEristence. Par récurrence sur la dimension n.

1) Casn=1.
On a A = (a11). A est automatiquement symétrique et elle est définie positive si et
seulement si a1; > 0. On définit L = (l31), avec l11 = /a1 et on a

A=LL'. (2.85)

2) On suppose A = LL!, avec L triangulaire inférieure et lii; >0,VA € My(R),1 <p<n.
On va démontrer que, pour A € M, 1(R) symétrique et définie positive, il existe une
décomposition de Choleski . On considére A € My, +1(R), que 'on peut écrire :

Bla
-2l 0

oll @ € R™ est un vecteur colonne, B est symétrique et « € R. D’abord, on montre
que B est définie positive a partir du fait que A est définie positive, i.e. x'Ax >

0,Vx € R"! 2 £ 0. Si on prend en particulier & = g ,avecy € R" on a:
0<az'Az=(y 0) B a) (y) _ y'By , Yy cR" (2.87)
a'|a)\0 ’ ' ’

Alors B est symétrique définie positive. Par hypotheése de récurrence 3IM € M, (R)
triangulaire inférieure telle que

B=MM", my>0,Vie{l,...,n}. (2.88)
On cherche une matrice L avec Phypothése (Ansatz) de la forme :

- (Mo
L= {31 (2.89)
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ou beR” et A € R (on veut que A > 0). On veut imposer :
A=LL". (2.90)
D’abord, nous évaluons :

Pir_ (MLOY (MU[bY (MMT| Mb N (B | Mb
or [ 7)) Vo [n) = (ot [ oo+ 42) — (k) | 6% + A%)

(2.91)

ol on a utilisé (2.88). Maintenant, si on impose (2.90) en utilisant (2.86), on obtient

Mb = a
b'b+ )\ = a. (2.92)

Par hypothése de récurrence, M est inversible (m;; > 0), alors :

b=M"'a, (2.93)
et
a=(M"1ta)l (M ta)+ N =... = at(\]\i]\/{i)_la + A2 =a'B7la+ ), (294
B
et on peut écrire :
M=a-aBla. (2.95)

On va montrer que oo —a‘!B~'a > 0, en utilisant la piéce d’information qu’on n’a pas
encore utilisé, notamment que A est aussi définie positive pour un vecteur x avec la
composante ™! #£ 0. Pour ca, on choisit:

z= <B__ia> (2.96)

On a x # 0, alors :

I,
-1 —
0<z'Az = ((B7'a)! -1) Bt a (B a) = ((B™'a)! -1)| BB 'a-a
a' |« -1
a'B7'a — «
_ 0 _
= ((B™'a)! -1) (atBla—oz> —a-a'B'a (2.97)

Alors, de (2.95) on peut écrire

A=+Va—a'Bla, (2.98)

et, finalement

. M| 0
L= / 2.
\(M~ta)t | Va—alB-la) ’ (2.99)
est une matrice triangulaire inférieure, avec l;, Vi € {1,...,n+ 1} et telle que (2.90)

est satisfaite.
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o Unicité.

Dans la deuxiéme de partie de la preuve, on utilise de maniére fondamentale ’existence
montrée dans la premiére partie. Cela nous garantit, en particulier, de prendre la racine
carrée des expressions qu’on va trouver dans 1’algorithme.

Etant donnée A symétrique définie positive, dans la premiére partie on a montré I'existence
d’une matrice L telle que :

A=LL' ; I;j=0,5>i; l;>0Vi. (2.100)

Alors, si on écrit le produit de matrices en termes des coefficients :

aij = Ziikiij = Ziikijk (2.101)
k=1 k=1

On va employer cette expression pour déterminer d’une maniére constructive 'expression
des coefficients [;; en termes des données a;;, en particulier de forme unique.

On va procéder colonne par colonne.

i) On commence avec la premiére colonne. Si on fait j = 1 dans (2.101) on a, pour la
premiére ligne

ai; = Zilkjlk =Inh + Zle Ly = (). (2.102)
k=1 k=2 =
(k>1)

Alors

l11 = vair > 0. (2.103)

On a la garantie qu’on peut prendre la racine carrée de a1 parce qu’on a montré dans
la premiére partie de la preuve 'existence d’un [;; > 0: dans le cas de trouver a1 < 0,
il y aurait donc une contradiction avec le résultat déja prouvé.

On continue avec le reste des lignes dans la premiére colonne :

a1 = ZiQkilk = l~211~11 + Z l~2k l~1k = l~21l~11
k=1 k=2

—
-0
(k>1)
Iy = RClp—
111 Va11
n ~ ~ ~ ~
ajp = Zlikllk =...=ljnln
k=1
n o= - (2.104)

Va1l

Ceci fixe la premiére colonne de maniére unique.
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ii) Nous continuons avec le reste des colonnes, de facon récursive. Si on a déja calculé
les ¢ premiéres colonnes, on calcule la colonne g + 1. Pour ¢a, on commence dans la
ligne g + 1, dans la diagonale principale, car dans le résultat d’existence, on a montré
que la matrice est diagonale inférieure. Ainsi

n q+1 q
Qg+l,q+1 = Z ly1 kg1 = Z(lq-i-l,k) = (lg+1,4+1)° + Z gr1k)?
= k=1 k=1
1
B g 2
lq+17q+1 = (aq+17q+1 — Z(lq+17k)2> > 0 (2105)
k=1

On note que Pexpression sous la racine carrée est positive: sinon on serait en contra-
diction avec le résultat d’existence de la matrice L. On continue avec le reste de la
colonne. Pouri € {¢+2,...,n}

q+1
Qig+1 = Z Liglgs1k = 2 ligdagii e = ligr1 lgt1.qe1 + Z Ui jlgs1.k
k=1 k=1 >0 k=1
- 1 9. .
li7q+1 = = | Giq+1 — Zli7qu+17k (2.106)
lq+1,q+l k=1

De cette maniére, nous pouvons calculer toutes les colonnes de L et celle-ci est com-
)
plétement fixée de maniére unique.

O]

Remarque 2.4 (Décomposition de Choleski: quelques points). Nous soulignons les points suivants:

i

ii)

i)

iv)

En général, toute matrice symétrique admet une décomposition unique PA = LU. Si A
est symétrique définie positive, on peut choisir P = I,,, alors on a A = LU = LL!, avec
L=1I+DouD= diag(U).

Cott de la méthode Choleski: la méthode de Choleski (avec ’algorithme donné dans la
partie d’unicité du théoréme) est deux fois plus rapide que celui de la méthode de Gauss
(décomposition LU).

Conservation du profil de A. Etant donnée la matrice symetrique A on peut definir pour
chaque ligne ¢ Uentier j;

Ji=min{j € {1,... n}} tels que a;; #0 . (2.107)
L’ensemble {j; }ic(1,.. n) détermine le profil de la matrice. En particulier (pour A symétrique),
seuls les éléments a;; avec j € {js,...,1} doivent étre stockés. Une propriété importante
de la décomposition de Choleski est qu’elle préserve le profil {ji}icq1,..n) de la matrice A.
Ceci peut étre démontré a partir de la preuve d’unicité de la décomposition de Choleski

en appliquant & chaque ligne ¢ un raisonnement par 1’absurde ou par récurrence sur les
colonnes.

Si on étudie le probléeme Ax = b avec A inversible mais non-symétrique, on peut utiliser
la méthode de Choleski en notant que la matrice AA? est symétrique définie positive:

Ar =be A (Ax =b) & A'Ax = A'Db (2.108)
La matrice A'A, admet une décomposition de Choleski A'A = LL.
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Chapitre 3

Normes et conditionnement d’une
matrice

Dans ce chapitre, nous introduisons des éléments de base autour les notions de norme matricielle
et de conditionnement d’une matrice. Le but fondamental est la formulation de conditions
suffisantes pour la convergence des suites définies par l'itération de 'action d’une matrice. Un
objectif secondaire est la discussion de la majoration des erreurs d’arrondis dans la résolution du
probléme

Ax =0, (3.1)

en conséquence d’'une erreur dans A ou dans b.

3.1 Norme matricielle, norme matricielle induite et rayon spec-
tral

3.1.1 Rappel sur les normes
Nous commencons par rappeler la notion de norme dans un espace linéaire (sur C).

Définition 3.1 (Norme). Etant donné un espace linéaire V' sur C, une norme est une application
[|-1]: V — R telle que

) ||laz|| = |a|||xz]| ,YaeC, xeV.
i) |l +yl| <|lzf| +[lyll Ve, yeV
iii) ||z]] =0< x =0.
Nous allons travailler avec des espaces linéaires réels de dimension fini.

Exemple 3.1 (Exemples de normes sur R™). Nous donnons trois exemples des normes en R”.

Etant donnée & = (x1,...,x,) dans la base canonique, on définit :
i) La norme ||z||oo: l|Z||o = max{|z1],...,|zn|}.
n
ii) La norme ||||;: 2l = |z + .- + [l = D |l
i=1

35
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1
1 " 2
iii) La norme ||z||a: ||z = (Jz1)? + ...+ |za?) 2 = (Zmy?) .
i=1
iv) Les deux derniéres sont cas particuliers de la norme ||z||,, avec p € R,p > 1:

1 = g
l2llp = (21" + ... + |z )7 = <Z |xip> ~
i=1

Définition 3.2 (Normes équivalentes). Deux normes || - [|1 et || - [|2 sur V sont équivalentes s’il
existe deux constantes réelles C; > 0 et Cy > 0 telles que

Cilllly < |lell2 < Coflzlls , VeV . (3.2)
Remarque 3.1. Dans la suite, on va utiliser les deux propriétés suivantes :
e Deux normes équivalentes induisent la méme topologie sur V.

e Si V est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

3.1.2 Normes matricielles

Définition 3.3 (Norme matricielle). Etant donnée I’espace vectoriel M, (R):

i) On appelle em norme matricielle sur M, (R) une norme || - || sur R telle que
1ABI[ < [[A[| [|BI| ,VA, B € Mn(R) . (3-3)
ii) Si R™ est muni d'une norme || - ||, on appelle norme matricielle induite (ou subordonnée)
sur M, (R) par || - || & la norme sur M, (R) définie par
Al = sup  {[[A=[|} ,VA € M,(R) . (3.4)
TER™, [|]|=1

Proposition 3.1 (propriété de la norme induite). . Soit M, (R"™) muni d’une norme induite
|| -]]. Alors, pour tout A € Mp(R) on a:

i) ||Az|| <[|A]] ||z]| ,ve € R™.

i) ||All = A .
i) Al = _max _ {]l4e])
A
iii) ||Al] = max{‘||m7|” ;¢ € R™\ {0}}
i) || - || est une norme matricielle.

Preuve:

i) Soit € € R", & # 0. On prend y = ﬁ, alors ||y|| = 1. De la définition de norme induite
}). Alors

€T
on a Ay < [|A||(= sup{||Ay]l; [ly]l = 1
x 1 "
Al > HAWH = W!\Awll < [|A]| |lz]| > [||Az||, V2 € R"\ 0 . (3.5)

Six =0, il se suit Az = 0 et ||z||, alors ||Az|| < ||A|| ||| est vérifié.
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ii) On définie ¢ : R® — R, avec ¢(x) = ||Az||. L’application ¢ est continue sur S' =

{z € R, ||z|| = 1}, que c’est un compact dans R". Alors, I'image de S! par ¢ est un
compacte, dons ¢ est bornée est atteint ses bornes. On conclut qu’il existe pax, tel que
A[] = [| A max]]-

iii) On prend ||z # 0||. Alors

Ayl g 15 e (Lo
Tzl = "l wemior | [l

b= maxlliacl) = 4l @)

iv) Etant donnés A et B € M,(R), on a ||AB|| = max{||ABz|| : ||z|| = 1,2 € R"}. Or, en
utilisant deux fois la propriété dans le point i):

|ABz|| < ||A[| [[Bx[| < [[A|[|B]| [|=]| = [[Al| | B] (3.7)
Alors
|AB|| = max{||ABz|| : ||lz[| = 1,2 € R"} < ||A[[ || B]| . (3.8)
On conclut que || - || est une norme matricielle
O

Définition 3.4 (Rayon spectral). Soit A € M,(R) inversible. On appelle rayon spectral p(A)
de A a:

p(A) = max{|A|; A € C, A valeur propre de A} (3.9)

Proposition 3.2 (Caractérisation de de normes induites; calculs effectifs)). Soit A = (a;;) €
M, (R). Montrer:

i) On munit R™ de la norme ||-||c €t M, (R) de la norme induite correspondante; notée aussi

|+ ||oo- Alors

n
|Alloo = max >~ ay]|
ie{l,....,n} i

it) On munit R™ de la norme || -||1 et M, (R) de la norme induite correspondante; notée aussi
|| |l1. Alors

-----

iii) On munit R™ de la norme || -||2 et Myp(R) de la norme induite correspondante; notée aussi

|| - ||l2. Alors
1
1412 = (p(A"A))?

En particulier; si A est symétrique, ||All2 = p(A).
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Preuve: i) et ii) Exercice.
iii) Par définition

2 2
Al = — Az - Azx)3
1Al = (e (ldallab) = (e {(de- Aot}
= max Ax - Ax} = max AlAx - x 3.10
wGR",HwH:l{ } wGR”,Hszl{ } (3.10)

La matrice A'A est symétrique de “non-negative”. En effet
o' A'Ax =z - A'Ax = Az - Ax >0 . (3.11)

Noter que Ax=0 n’implique pas x en générale, au moins que A soit inversible). Alors, on
g

peut diagonaliser A'A sur une base orthonormée B = {e;,i € {1,...,n}} avec valeurs propres

non-négatifs :

AtAeZ- = )\iei , €;- ej6ij
0< A< <. <\, (3.12)

n
On considére x = E z'e;. Alors
i=1

AlAx - = <AtAZ:Eiei> ijej = < '\ ez> . ijej
= meﬂe@ ej = Z)\ Z =Xy (a")’ (3.13)

51] \;/—/
|13
Avec ceci, on conclut
o AlAzx - x
<AtA||m||a ||33H> = ]2 < \p = max{|A|, A valeur propre de A'A} = p(A'A), (3.14)
Avec, (3.10) on a
JAJ13 < p(A4) . (3.15)
Pour I'égalité, on considére x = e, ||e|| =1, et on a
||[Ae, || = (Ae,, Ae,) = (AlAe,, e,) = (Men, en) =\, = p(ALA) . (3.16)
Alors
1A][3 = p(A"4) , (3.17)

qui montre le résultat. En particulier, si A est symétrique elle diagonalisable avec des valeurs
propres A, on a A'A = A% et \; = (\1)2,Vi € {1,...,n}. En particulier, pour i = n on a

7 7

An = (|AA])2, ot | A2 = p(A) et on conclut
I3 = p(A"A) = A = (p(A))* = [|All2 = p(A) - (3.18)
O
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3.2 Relation entre norme matricielle et rayon spectral

Théoréme 3.1 (Approximation spectral du rayon spectral par une norme induite). On considére
R™ et M, (R):

i) Soit || - || une norme induite en My, (R). Alors
p(A) < IAll, VA € My(R) . (3.19)
i) Etant donnés A € M, (R") et € > 0, il evizte une norme sur R (qui dépend de A est de
e) telle que la correspondante norme induite sur My(R), notée || - ||a, vérifie
IAllae < p(A) +e, VAE My(R) . (3.20)

Preuve: Pour i), étant donnée A on considére A € C valeur propre de A, c¢’est-a-dire, Iz # 0
tel que Ax = Ax. Alors

[ Az[| = [[Az]| = Alll=l| -, [[A=z|| < [|A[l[]z]] , (3.21)

donc |A| < ||A]| et ceci VA valeur propre de A. Alors p(A) < ||A]|.
On laisse ii) comme exercice.

O
Remarque 3.2. Aprés le théoréme précédent, pour une matrice A € M, (R) donnée, on peut
considérer p(A) comme le infimum sur ensemble {||A||; avec || - || norme induite sur M, (R)}.

3.2.1 Convergence et rayon spectral

Corollaire 3.1 (Convergence et rayon spectral). Soit A € M,(R). A condition nécessaire et
suffisante pour la convergence & zéro de la suite de matrices { Ay }ren est:

p(A) <1 AF 0. (3.22)

Preuve: On montre d’abord la direction = (condition suffisante). Si p(A) < 1, on peut
toujours choisir ¢ < 0 tel que p(A) < 1 — 2e. Par le théoréme 3.1 d’approximation du rayon
spectral, il existe une norme induite || - ||4 ¢ telle que:

|Allae=p<plA)+e<l—2e+e=1—-e<1. (3.23)
Etant donné que la norme induite est une norme matricielle, on a
1454 < AlaellA*Hae < o < A5 e = 1" = O(quand k — o) . (3.24)

Notons que dans l’espace M, (R), de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (géneérent
la méme topologie, alors la méme convergence) alors, pour n’importe quelle norme ||A¥|| —
0l (k—0) = AF = 0.

Pour la condition nécessaire (<), supposons A¥ — 0 (k — 0). On considére A une valeur
propre de A et & # 0 un vecteur propre associé. Alors

Arx = N (3.25)

Si A¥ — 0, on a Akx — 0 et alors Nex. Vu que « # 0, \¥ — 0, ce qui est vrai si et seulement si
|A| < 1. Ceci est vrai pour n'importe quel valeur propre \. Alors

p(A) = max{|A|, A valeur propre de A} <1 . (3.26)
O
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Remarque 3.3 (Convergence de suites de vecteurs). Du corollaire précédent on déduit que la suite
{x®)} ey définie par 20 = z, et 1) = Az on a

zF - 0,vz®) =z, = p(4) < 1. (3.27)

Cette caractérisation sera utilisé dans ’étude des méthodes itératifs pour la résolution d’un
probléme linéaire.

Nous venons de voir que pour montrer la convergence d'une suite de vecteurs {z®},cn
donnée par 1) = Ax®) il faut controler la valeur du rayon spectrale. Le calcul de p(A) peut
étre difficile mais, apres le théoréme 3.1, il suffit de trouver une norme induite || - || pour laquelle
||Al]] < 1. Nous allons donner maintenant une condition suffisante plus générale, en montrant
qu’on peut relaxer la condition sur le caractére induit de la norme matricielle employée. Pour
montrer ¢a nous donons d’abord la caractérisation suivante du rayon spectrale (valable aussi en
dimension infinie).

Proposition 3.3 (Caractérisation du rayon spectrale). On munit M, (R) d’une norme générale,
notée || - ||. Soit A € M,(R). Alors

p(A) |AF% (3.28)

= lim
k—o0
Preuve: Exercice.

Remarque 3.4. Noter que la norme dans la proposition est une norme générale, pas nécessairement
matricielle.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat annoncé.

Corollaire 3.2 (Comparaison rayon spectrale et norme matricielle). . On munit M, (R) d’une

norme matricielle générale, notée || - ||. Soit A € M, (R). Alors
p(4) < 4] (3.20)
Preuve: Si || - || est matricielle, on a ||A¥|| < ||A||¥ et donc, en utilisant la caractérisation

(3.28) du rayon spectral, on a

1
. 1 . k
p(A) = lim [|A¥]E < Tim (1]4]")" = ||| (3.30)
—00 k—ro0
O
Remarque 3.5. C’est fondamental que la norme || - || soit matricielle. Ca ne marche pas pour une

norme générique non-matricielle (exercice !).

Nous finissons cette section en énoncant un résultat sur les matrices “perturbation” de I'identité.

Théoréme 3.2 (Matrices de la forme I, + A). Soit || - || une norme matricielle induite sur
M, (R).

i) Etant donnés I, € M,(R) la matrice identité et A € M,(R) telle que ||A|| < 1, on a que
la matrice I, + A est inversible et

1

(I + A7 < —
I+ 470 < T

(3.31)
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it) Si un matrice de la forme I, + A € M,(R) est singulié¢re, alors ||A|| > 1 pour tout norme
matricielle.

Preuve:
i) Exercice.

ii) Si I, + A € M,(R) est singuliére, alors Jx # 0 tel que

(In+A)x =04 Ax = —x = A = —1 est un valeur propre. (3.32)

Alors p(A) > 1. Si on utilise (3.29), étant donnée que || - || est matricielle, on a
4]l > p(A) > 1. (3.33)
O

3.3 Conditionnement d’une matrice
Quand on étudie le probleme
Ax =0, (3.34)

en particulier sa résolution numérique par un ordinateur, un probléme crucial & considérer est
posé par la question suivante : quel est le changement de  si on fait un petit erreur sur A ou b
par rapport & ses vrais valeurs 7

Si un petit changement A dans A ou un petit erreur db entrainent un grand changement
dx dans la valeur de dx, alors le probléme est trés mal posé pour étre résolu par un ordinateur,
étant donné que la résolution dans A et b par 'ordinateur sera toujours finie.

D’une maniére plus précise, on veut estimer l'erreur dx en x, si on fait des erreurs A en A
et 0b en b, en résolvant I’équation

(A+6A) (x+0x) = b+ b . (3.35)

Si §A est suffisamment petite, la matrice A 4+ JA est inversible et le probléme posé par (3.51) a
du sens. D’une maniére plus précise, si HA_I(SA} | < 1, le théoréme 3.2 garantie que la matrice
I,+A"16 A est inversible, donc A+6A = A (In + A_15A) est aussi inversible. Dans ces conditions
on peut estimer dx dans (3.51) en fonction de 0A et 0b.

3.3.1 Conditionnement et ses propriétés élémentaires

Définition 3.5. Soit R™ muni d’une norme || - || et M, (R) muni de la norme matricielle induite.
Etant donnée A € M,(R) inversible, on appelle conditionnement de A par rapport a la norme
[| - || le nombre réel positif

cond(4) = ||A[ [[A7Y] . (3.36)

Proposition 3.4 (propriétés générales du conditionnement). . Soit R™ muni d’une norme || - ||
et My, (R) muni de la norme matricielle induite, et A, B € M,(R) inversibles et « € R*. On a :

i) cond(A) > 1.
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i1) cond(aA) = cond(A).

itr) cond(AB) < cond(A) cond(B).

Preuve:
i) On utilise que || - || est matricielle. Alors
1]l = [JAATH| < [JA]| [|A7"]] = cond(A) . (3.37)
D’autre part
Hnll = Hillllgl{llfnivll} =1 (3.38)

Alors 1 < cond(A) (noter qu’on a utilisé que la norme est induite, et pas seulement ma-
tricielle).

ii) En utilisant la définition (3.36)

_ 1 ,- .
cond(aA) = [laAll [[(A) 1||=|aIHAH-m||A HE=11AlHIATY] = cond(4) ~ (3.39)

iii) Etant donné que A et B sont inversibles, alors A B est aussi inversible et, utilisant le fait
que || - || est matricielle, on a

cond(AB) = [|AB|| [[(AB)7Y|| = ||AB| [|B7'A7"]]
HAIIBIBTHIIATY| = cond(A) cond(B) . (3.40)

IN

O]

3.3.2 DMajoration des erreurs

Nous allons étudier le cas d’une perturbation seulement par dA et le cas d’une perturbation
seulement par db. Le cas plus général d’une perturbation simultanée par dA et db suit une
stratégie pareille, mais avec une expression plus compliquée.

Proposition 3.5 (majoration de 'erreur relative par rapport & une erreur dans le deuxiéme
membre). Soit A € M, (R) inversible et b € R™, avec b # 0. On munit R" d’une norme || - || et
M, (R) de la norme matricielle induite associée. Etant donné 6b € R", si x est solution de

Ax=b , b#0, (3.41)
et x + 0x est solution de
A(x+0x)=b+ b, (3.42)

on a la majoration sutvante de ['erreur relative en x

el

dzx||
x ||B]|

o] < cond(A)

Il (343)



3.3. CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE 43

Preuve: On considére

Ar = b
Ax+ox) = b+db. (3.44)

Si on retranche la premiére 4 la deuxiéme, on a :

Adzx = 6b = dx = A16b | (3.45)
donc
16| < [|A7Hll|ob]] - (3.46)
D’autre part, de b = Ax, on a
[1ol] = || Az[| < [|Alf[|] - (3.47)

Si on utilise que b # 0, on a  # 0, donc on peut écrire

1 [A]l
Al (3.48)
(|| — [|b]|

Si on multiplie, membre 4 membre, cette expression par celle dans (3.46) on obtient

6] b 50
MO 4 A=Y B2 cona(a) 1020 (3.49)
) = LA el
cond(A)
]

Remarque 3.6. L’inégalité (3.52) est optimale, c’est a dire, il y a des choix que la rendre une
égalité.

Proposition 3.6 (majoration de 'erreur relative par rapport & une erreur sur la matrice). Soit
A € Mp(R) inversible et b € R™, avec b # 0. On munit R" d’une norme || - || et Mp(R) de
la norme matricielle induite associée. Etant donné §A € My,(R), on suppose que A + §A est
inwversible. Si x est solution de

Ax=b , b#0, (3.50)
et ¢ + 0x est solution de
(A+0A)(x+ox)=0, (3.51)
alors
1oz < cond(A)M : (3.52)

||z + o | 14l
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Preuve: On part de
(A+d0A)(z+0x)=0b.

En le développant

Ax + Adx + 6Ax +5Adx =0 .

Si on retranche Az = b on trouve
Adx + 6Ax + 6Adx =0,
c’est & dire

Adx = —AdA(x+ dx)

bx = ATU5A(x+dx) .

Alors,

16| < AT [|0Al ||z + o] -

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Si on utilise maintenant que b #£ 0 et A + § A est inversible, on conclut & 4+ dx # 0 et on diviser

par || + dz|| pour trouver

|62 1
——<||A 0A|l .
o s ga < A7 oAl
A
Si on multiplie maintenant le deuxiéme par H AH =1
||o|| 4 |I5A]]
0L a7 g A < cond(A)
|| + 0| W %4

(3.58)

(3.59)
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Appendix A

Espaces linéaires

A.1 Rappel sur les espaces linéaires

Définition A.1 (espace linéaire ou vectoriel). Un espace linéaire sur un corps K (ici K =R ou
K = C) est un ensemble non vide V', dont les éléments sont appelés vecteurs et ou on a deux
opérations définies I'addition et la multiplication par un scalaire, avec les propriétés:

1. L’addition est commutative et associative.

2. 11 existe un élément O (vecteur zéro ou nul) tel que v+0=v, Vv e V.
3.0-v=0,1-v=v,VveV,ou0et 1sont le zéro et 'unité de K.

4. Pour chaque v € V il exite un unique opposé, —v € V, tel que v—-v = 0.

5. Proprieté distributive:

alv+w) = avt+aw, VYaeKVv,weV (A1
(a+B)v = av+pv, Va,peKVWweV (A.2)

6. Proprieté associative:

(af)v = a(pfv)Va,feK,VveV (A.3)

Exemple A.1. On donne plusieurs exemples d’espace linéaire.
1) V= an V= Rn, men(R> = R™*"
ii) V =P, ensemble de polynomes p,(z) = > 1 ;a;x’

iii) V. = CP([a,b]), ensemble des fonctions réelles (complexes) continues jusqu’a la derivée
p-ieme.

Définition A.2 (espace linéaire ou vectoriel). Un sous-espace non vide W de V' es un sous-espace
linéaire de V' si W est un espace linéaire sur K.

Exemple A.2. V =P, est un sous espace linéaire de V.= C*°(R).
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Définition A.3 (systéme de générateurs). Etant donné un ensemble {vy, ..., v,}, le sous-espace
W =Lin{vy,...,v,} = (v1,...,0p) = {w = a1v1 + - - + vy, avec oy €}} (A.4)
est un espace linéaire et {v1,...,v,} est appelé systéme de générateurs de W. Si Wy,..., W,

sont des sous-espaces linéaires de V', et W; N W; = {0}Vi # j, I'ensemble
S={w eV, tel que w =wy +...wy,, avec w; € W;} (A.5)
est un espace linéaire appelé somme directe et on note S =W @ --- B W,.

Définition A.4 (Indépendance linéaire). Un systéme de vecteurs {vi,..., vy} es dit linéaire-
ment indépendant si

aivi+--+avy, =0, o €K (AG)
implique a3 = -+ = o, = 0. Dans le cas contraire, le systéme est dit linéairement dépendant.

Définition A.5 (base). Une base de V est un systéme linéairement indépendant de générateurs
de V.

Propriétés (base). Les bases d'un espace linéaire satisfont:

i) Si B = {e1,...,e,} (avec n < co) est une base de V, 'expression de v € V v = vie; +
... Upe, est appelée la décomposition de v en B. Les composants v; sont uniques.

ii) Dans le cas ol n < oo, chaque systéme de vecteurs linéairement indépendants a un maxi-
mum de n vecteurs. En particulier, toutes les bases de V' on le méme nombre des vecteurs
n < 0o, appeleé dimension de V: dim(V') = n.

iii) Si pour chaque n il y a un systéme de vecteurs linéairement indépendant, ’espace linéaire
V est dit de dimension infinie. Ici, on va se focaliser sur des V' de dimension finie.

A.2 Application linéaire

Définition A.6 (application linéaire). Etant donnés deux espaces linéaires V et W, une appli-
cation A : V — W est dite linéaire si elle respecte la structure de espace linéaire, ceci signifie
que

Alav + fw) = aA(v) + fA(w) , v,we V,a,peK (A.T)

A.3 Produit scalaire

Définition (produit scalaire). Un produit scalaire est une application bilinéaire (-,-) : V xV —
R, symétrique et positivement définie. Cela veut dire

i) Application bilinéaire:

(v + fw,x) = a(v,x) + {w,x)
(x,av) +fw) = alx,v)+p8xw) , v,wxeV,a,fekK (A.8)
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ii) Symétrique:
(v,w)=(w,v) , v,weV (A.9)
iii) Définie positive:
(v,v) >0 et (v,v) =0siiv=0. (A.10)

Définition (produit scalaire hermitien). Un produit scalaire est une application (-,-) : V' x
V — C qui satisfait:
i) Linéaire dans la deuxiéme variable et anti-linéaire dans la premiére variable:

(v + Pw, x) (v,x) + B(w,x)
(x,av+ pw) = alx,v)+px,w) , v,w,xe V,a,f €K (A.11)

Qi

ii) Symétrique hermitienne:

(viw)=(w,v) , vyweV (A.12)
iii) Définie positive:

(v,v) >0 et (v,v) =0siiv=0. (A.13)
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Appendix B

Matrices

B.1 Définitions

Définition B.1 (matrice). Etant donnés m et n deux entiers positifs, on appelle matrice A &
m lignes et n colonnes I’ensemble ordonné de m - n éléments de K

a11 Aln
e (B.1)

am1 -+ Qmn

On note par M,, ,(K) I'ensemble de matrices de m lignes et n colonnes, avec des coefficients
dans K.

Remarques :
i) Notation: A = (A;j) aveci=1,....mj=1,...,n.
ii) Matrice carrée: m = n. Diagonale principale: diag(ai1,...,ann).

iii) Une matrice avec une ligne est un vecteur ligne et une matrice avec une seule colonne est
un vecteur colonne

v
v=| ;o= (o,..,an) , o =(a1 ... ap) (B.2)
vn
iv)
Alj
Ligne-i: £; = (Aj1,...,Ain) , Colonne-j:c¢; = : (B.3)
Apj

iV) Mm,n(K):{(Al])a Qij GK; izl,...,m,jzl,...,n}
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B.1.1 Opérations sur les matrices

i)

ii)

iii)

Somme. Pour A € M5, (K), B € M, xn(K):

C=A+1B , (Cij) = (aij) + (bw’) (B.4)
Produit par un scalaire. Pour A € M, x,(K) et A € K:

C=A, (c)=(Aaij) (B.5)

Produit de matrices. Pour A € My, xn(K), B € M,x,(K), on définit la matrice A €
Mo sp(K)

n

C=A-B , (cj)= (> anby) (B.6)
k=1

Exercice B.1. Montrer que le produit de matrices est associatif est distributif par rapport
a ’addition.

Remarque B.1. :

i)

i)

iii)

iv)

Pour des matrices carrées d’ordre n, la matrice I, = (0;;) est la matrice unité, ce qui veut

dire A-1, =1, - A= A.
Matrice diagonale: D = (d;;d;5)-
AP =A....- A

—_——

pfois

Définition (matrice transposée). Etant donnée une matrice A € M,,x,(R), on appelle
matrice transposée de A la matrice A € M,,x.,(R) telle que

(a'ij) = (i) (B.7)

Proprietés:
(AHt = A (B.8)
(A-B)! = B'-A (B.9)

Définition (matrice conjuguée transposée). Etant donnée une matrice A € M, (C),
on appelle matrice conjuguée transposéede A (ou adjointe, voir ci-aprés) la matrice AT €
M, «m (C) telle que

(alij) = (@) (B.10)
ou Z le complexe conjugué de z € C (I'adjointe de A est souvent notée A*.) Proprietés:

(AT = A (B.11)
(A-B)f = Bf.Af (B.12)



B.1. DEFINITIONS 61

v) Un vecteur v € K" sera consideré comme un vecteur colonne. On peut définir un produit
scalaire naturel en R™!

(v,w) =v - w:=v'w = Zviwi . (B.13)

Un vecteur ligne sera considéré comme un élément de U'espace dual o € (K")*, avec la
relation de dualité

av)=av=a'-v (B.14)

vi) L’expression (B.6) peut étre écrite ¢;; = £;c;.

vii) Les colonnes de AB sont des combinaison linéaires des colonnes de A.
Les lignes de AB sont de combinaisons linéaires de lignes de B.

L(AB) = ) auty(B)
k=1

ci(AB) = ) brjc(A)
k=1

Rélévant pour la méthode d’élimination de Gauss.

FEzemple B.1.

B.1.2 Rang et noyau d’une matrice

Définition B.2 (rang). Etant donnée A € M, ,,, 'image de A (notée Im(A)) est donnée par
Im(A) = {y € K™y = Az, x € K"}. Le rang de A est défini par rang(A4) = dim(Im(A)).

Définition B.3 (Noyau). Etant donnée A € My, ,, le noyau de A (notée par Ker(A)) est donné
par Ker(A) = {x € K"; Az = 0}.

Proposition B.1. Etant donnée A € My, n, les relations suivantes sont satisfaites
i) rang(A) = rang(A?).

i) rang(A) 4+ Ker(A4) = n.

B.1.3 Inverse d’une matrice

Définition B.4 (matrice inverse). Una matrice carrée d’ordre n est inversible (ou réguliére ou
non-singuliére) s'il existe une matrice B telle que: A- B = B-A=1I,. Onnote B = A~L.

Une matrice qui n’est pas inversible est dite singuliére. Propriétés:

(AH™t = A (B.15)
(A-B)' = p1t.A! (B.16)

!Cas complexe: produit scalaire hermitien
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B.2 Applications linéaires et matrice d’une application linéaire

Définition B.5 (matrice d'une application unitaire dans bases données). Soit une application
lin¢aire A : V. — W, avec dim(V) = n et dim(W) = m. Soient B = (eq,...,e,) et B’ =
(fi,...,f,) des bases de V et W. On introduit la matrice de A dans les bases B et B', A = (a;;)

Alors, si les composantes de v € V dans B sont v = v'e;, les composantes de w = Av dans
B’ sont (w =), w'fy)

)

Avo = > D agy? | £ (B.18)
j
w o= Zaijvj (B.19)
j

wy v
= A-|: (B.20)

W, Un

La matrice A ainsi construite est nommée matrice de A dans les bases B et B’ et on peut la
noter A = M(A, B, B’). En particulier, ’action de la matrice M (A, B, B’) sur le vecteur dans
R™ donnée par les composantes de v en B, renvoient le vecteur w dans R™ avec les composantes
de w = Av dans B’

V1 w1 V1 U1
=l | =A | |=MADBB) | : (B.21)

Un Wn, Un Un

En particulier, si V = W et A = 1, la matrice M(I,, B, B') est la matrice de changement de
base de B a4 B’ dans le sens (passif) qu’elle prend les composantes en B’ et donne les composantes
en B'. Ainsi, si v =), v'e; = > .(v')€} et si on note M(1,,,B,B’') = M(B — B’), on a
V] vy U1
=M(1,,B,B")- | : |=MB-B)|: (B.22)

! Un Un,

Un,

ou les colonnes de M(I,, B,B’) = M(B — B’) sont données par les vecteurs colonnes de e;
exprimées dans la base B’ = (f1,...,f,)

M(B— B)=(e1 - ey) (B.23)

B.2.1 Matrices semblables

Définition B.6 (matrices semblables). Deux matrices carrées A, B € M, (K) sont semblables
ssi P inversible, telle que

A=pP.B.p! (B.24)
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Proposition B.2. Deux matrices semblables correspondent & l'expression malricielle d’un méme

endomorphisme dans deux bases différentes.

Remarque B.2. La notion de matrice semblable est un cas particulier dans le cas de matrices
rectangulaires équivalentes, qui correspondent & ’expression matricielle d’'une méme application

linéaire dans des bases différentes.

B.3 Matrices et géométrie

En utilisant le produit de matrices, 'application suivante définit un produit scalaire en C™.

(,):C"xR" — R
t

(v,v) = (v,v)=v'.v
Définition (matrice symétrique). Une matrice A est dite symétrique si
A=A & aij = aj;
Définition (matrice hermitienne). Une matrice A est dite hermitienne si
A=A" & ay=aj
Définition (matrice orthogonale). Une matrice U est dite orthogonale si
00" =1
Définition (matrice unitaire). Une matrice U est dite unitaire si
uv* =1
Définition (matrice normale). Une matrice A est dite normale si

AA* = A"A

(B.25)
B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)



64

APPENDIX B. MATRICES



Appendix C

Factorisation de matrices

Théoréme C.1 (Factorisation unitaire d’une matrice: Décomposition de Schur). Toute matrice
carrée (réelle ou complexes) peut s’écrire

A=UTU*, (C.1)

avec U une matrice unitaire U~ = U* et T une matrice triangulaire supérieure.
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Appendix D

Diagonalisation

D.1 Notion de diagonalisation

On commence par introduire la notion de valeur propre.

Définition D.1. (valeur propres). Soit A € M, (K). On appelle valeur propre de A tout A € C
tel qu’il existe & € C™, & # 0, qui satisfait Ax = A\x. L’élément x est appelé vecteur propre ("a
droite") de A associé a A.

Ceci nous améne 4 la notion de diagonalisation.

Définition D.2. (diagonalisation/réduction des endomorphismes). Soit A € M, (K). On dit
que A est diagonalisable dans K s’il existe une base (v1,...,v,) avec v; € K" et des valeurs
A,y .., A € K telles que AN, = \v;.

Lemme D.1. Une matrice diagonalisable est semblable ¢ une matrice diagonale D donnée par

A1

A2
D= | | (D.1)

An
c.a.d., s’il existe une matrice inversible P, telle que A = PDP~1.

Lemme D.2. Les valeurs propres sont les racines du polynome caractéristique pa(\) = det(A —

AI).

Preuve (idée) : Le déterminant de A — Al s’annule si son noyau n’est pas trivial. On montre
que x € Ker(A — AI) ssi A est une racine de pa (). O

Dans le cas K = C, le théoréme fondamental de 'algébre nous garantit l'existence de n
solutions complexes pour le polynéme caracteristique de A € M,,(C). La proposition suivante
caractérise la possibilité de diagonaliser une matrice.

Lemme D.3. Etant donné A € M,(C), une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir
diagonaliser A est que la dimension géometrique de chaque valeur propre X\, c.d.d. dim E), avec
E)\ = A — )l le sous-espace propre de X\, coincide avec sa dimension algébrique (multiplicité
comme racine de pa(N).
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Exemple D.1. Nous considérons les exemples suivants:

i)

ii)

i)

iv)

v)

La matrice o,

1
oy = <(1) 0> € Ma(R) , (D.2)
est réelle et symétrique. Ses valeurs propres sont A\; = 1 et Ao = —1. On peut vérifier que
A est diagonalisable dans R.
La matrice A
0 1
A= 10 S MQ(R) R (D3)
n’est pas diagonalisable en R. En effet, ses valeurs propres sont \; = i et A\oa = —i. Elle
est diagonalisable dans C.
La matrice oy
0 4
Oy = ~i 0 € My(C), (D.4)
est une matrice hermitienne. Ses valeurs propres sont A\; = 1 et Ao = —1, alors la matrice

est diagonalisable dans C. Noter que A1 et A2 sont réels. Néanmoins, les vecteurs propres
sont complexes.

La matrice N

N= <8 é) € Ma(R) | (D.5)

n’est pas diagonalisable dans C. En effet, sa seule valeur propre est A = 0. Si elle était
diagonalisable, elle serait la matrice nulle, et ce n’est pas le cas. De la méme maniére, la
matrice J

N = (é ‘f) € Ms(C) | (D.6)

n’est pas diagonalisable dans C. En effet, la seule valeur propre et A = 1. Si J était
diagonalisable, elle serait semblable & la matrice unité, ce qui améne & une contradiction.

On peut construire des exemples de maniére systématique en utilisant la forme normale de
Jordan, valable pour n’importe quelle matrice complexe carrée (preuve par récurrence).

D.2 Diagonalisation de matrices normales

Théoréme D.1. Une matrice A est normale si et seulement si il existe U une matrice unitaire
telle que

A=UDU* (D.7)

avec D la matrice diagonale formée des valeurs propres. C’est-a-dire, une matrice normale est
diagonalisable et ses vecteurs propres sont orthonormeés.

Dém: (voir Nantes)
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