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1. On considère la matrice suivante

A =


a a a a
a b b b
a b −c −c
a b −c −d

 ,

où a, b, c et d sont des nombres réels.

i) [3 points] Donner la décomposition LU de A et les conditions sur a, b, c et d pour que la
matrice A soit inversible.

ii) [1 points] Donner les conditions nécessaires et sufissantes sur a, b, c et d pour que A admette
une décomposition de Choleski.

iii) [2 points] Écrire la décomposition de Choleski de la matrice A, quand elle satisfait les condi-
tions dans ii).

2. Soit a ∈ R et

A =

 1 a a
a 1 a
a a 1


Montrer que:

i) [2 points] A est symétrique définie positive si et seulement si − 1
2 < a < 1.

ii) [2 points] La méthode de Jacobi converge si et seulement si −1/2 < a < 1/2.

3. Soient A et P ∈Mn(R) matrices inversibles. Soit la suite définie par

x(0) = x0

x(k+1) = Bx(k) + c

avec B = In − P−1A et c = P−1b.

i) [1 point] Énoncer la condition nécéssaire et suffisante, en termes de ρ(B), pour la convergence
x(k) → A−1b.

ii) Donnée la matrice

A =

(
2 −1
−1 2

)
,

ii.a) [3 points] Écrire la matrice BR pour la méthode de Richardson et déterminer le rayon
spectral ρ(BR).

ii.b) [3 points] Écrire la matrice BG−S pour la méthode de Gauss-Seidel et déterminer le rayon
spectral ρ(BG−S).

ii.c) [1 point] Pour quelle méthode la convergence est la plus rapide?
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4. [2 points] Soit A une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation,
c.à.d. qu’on suppose qu’il existe L triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux à 1,
et U triangulaire supérieure telle que A = LU . Montrer que A est symétrique définie positive si
et seulement si tous les pivots (c.à.d. les coefficients diagonaux de la matrice U) sont strictement
positifs.
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