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Analyse Numérique, L3

TD3
1. (Caractérisation de normes induites). Soit A = (a;;) € M, (R). Montrer :
i) On munit R™ de la norme || -||c €t M, (R) de la norme induite correspondante ; notée
aussi || + [|oo. Alors

n
1Al = max >~ a|
i€{1,....,n} =

ii) On munit R de la norme || ||; et M,(R) de la norme induite correspondante ; notée
aussi || - [|1. Alors

n
Allf = max Z ;i
Il = e 3

ili) On munit R™ de la norme ||-||2 et M, (R) de la norme induite correspondante ; notée
aussi || - ||2. Alors

[All2 = (p(ALA))?

En particulier ; si A est symétrique, ||A||2 = p(A).

[Rappel : ||z||cc = max{|z1]|,...,|zs|}; pour p > 1, ||z||, = (Jz1|P + ... + ]a;n|p)1/p].

2. (Norme de Frobenius). Etant donnée A € M, (R) on définie ||A||p par :
1
|Al|F = (Tr(A*A4))2 .

Montrer :

i) || - || définit une norme sur M, (R) (norme de Frobenius).

ii) La norme de Frobenius est une norme matricielle.

iii) La norme de Frobenius n’est pas une norme matricielle induite.

3. (Caleul de normes matricielles). Etant donnée la matrice

1 2
=6 )
caleuler ||Alloo, [[All1, [[All2 et [|A]|£.

4. (Approzimation du rayon spectral par une norme induite).

i) Soit || - || une norme induite. Montrer que p(A) < ||A]|, pour tout A € M,(R).

ii) Soient maintenant A € M,(R) et ¢ > 0, montrer qu’il existe une norme sur R"
(qui dépend de A et €) telle que la norme induite sur M, (R), notée || - |4, vérifie
]| 4, < p(A) +e.

5. (Convergence et norme des matrices). Ecrire une matrice A et une norme || - || telles que

AF ne converge pas vers zéro quand k — oo et ||A|| < 1. Est-ce qu'on peut trouver une

matrice A et une norme || - || matricielle qui satisfont ces propriétés ?



6. (Propriétés du conditionnement associé a la norme euclidienne). On considere R™ muni
de la norme euclidienne usuelle || - ||2 et M, (R) de la norme induite (notée aussi || - ||2).
Soit A € M,,(R) inversible. On note alors conds(A) le conditionnement de A.

i) On indroduit les wvaleurs singuliers o; de A comme les racines carrées des valeurs

propres de A'A, ordonnés 0 < o1 < ... < 0y, (noter o, = \/p(A*A)). Montrer
o

condy(A) = =

o1
En particulier, si A est normale (et inversible), avec valeurs propres [A\| < ... < |A,]

An
condy(A) = ‘|)\1|’ .

ii) Montrer que condy(A) =1 si et seulement si A = a@ ou a € R* et () est une matrice

orthogonale (c’est-a-dire Q' = Q71).
iii) On suppose que A = QR ou @ est une matrice orthogonale. Montrer que condy(A) =

condy(R).
iv) Soit A, B € M, (R) deux matrices symétriques définies positives. Montrer que conda(A+

B) < max{condy(A),condy(B)}.

7. (Matrices mal conditionnées). On considere le probleme Az = b avec matrice A (a # 0)

1 1
A= :
(1 1+ a>
i) Calculer condy(A).
(Indication : utiliser le point i) de I'exercice précédent, en notant que A est symétrique).

ii) Evaluer il—% (conda(A)).

iii) Si on considere A et b donnés par

1 1 20
A= <1 1- 10—16> b= <20 - 10—15> ’
déterminer x.
iv) Comparer avec la solution ' du probléeme A’z = b, ol A a été legérement perturbée :

, (1 1
A= <1 1+1016) '

8. (Conditionnement du Laplacien discret en dimension 1). Soit f € C([0,1]). Soit n € N*,

n impair. On pose h = n%rl Soit A, la matrice définie par
(An)m = % , Vie {1,...,n},
(An)iy = —2 , Vie{l,...,n}, j=i=£l,
(An)m =0 , ViE{l,...,n}, |Z—j|>1

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A,,. Calculer conds(A,,) et montrer :

4
h%conds(A,) — —5, lorsque h — 0.
s



