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TD 1 : Espaces euclidiens.

Ex 1. Indépendance linéaire dans R3

a) Montrer que les vecteurs

2 1 1
ef=111], es=1 31, es =11
1 2 1

sont linéairement indépendants.
b) Est-ce que ces vecteurs forment une base dans R3 ?

c) Calculer les coordonnées des vecteurs

1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 1 ) €3 = 0
0 0 1

dans cette base

d) Construire la matrice A telle que e; = Ae;, j =1,2,3 dans la base
€1, €2, €3.
e) Est-ce que c’est une matrice inversible ? Calculer A1

f) Calculer les produits scalaires (eé,e%), g,k = 1,2,3. Est-ce qu’il
s’agit d’une base orthonormée ?

Ex 2. Produits scalaires dans R?
Soit E = R? et a un nombre réel. On définit application G, : R? x
RZ 5 R:
Go(z,y) = 191 + T2y2 + a(T1Y2 + T291)-

a) Montrer que G, est une forme bilinéaire symétrique.

b) Pour a = 0, a = 1, a = 2 et @ = 1/2, G, est-il un produit
scalaire ?

c) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles G, est un produit
scalaire.



Ex 3. Identité de parallélogramme
Soit E espace euclidien. Montrer que pour Vz,y € E

e = yl? + [z +yl[* = 2(||=|* + [1y]]*)-
Ex 4. Espaces de polynomes.

Soit P,([0,1]) I'espace de polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Le
produit scalaire de deux polynomes p(t),q(t) € P([0,1]) est défini par

(p,q) = [ p(t)q(t)dt
/

a) Soit eg(t) = 1, e1(t) =t et ex(t) = t2. Montrer que ces vecteurs
forment une base de P5(]0, 1]). Est-ce que c’est une base orthonor-
mée (calculer les produits scalaires et les normes) ?

b) Soit
wo(t) =2
|leol|
ur(t) =eq(t) — {e1,vo) vo(t), v1(t) = ‘u’;(f’)‘
us(t) =ea(t) — (e, v0) vo(t) — (ea,v1)vi(t), wva(t) = ﬁfg‘)’

Calculer les polynomes v;(t), t = 0,1,2, montrer que c’est une

base orthonormée.

c¢) Montrer que p(t) — 4 (tp(t)) est un opérateur linéaire P»([0,1]) —
P5([0,1]). Construire la matrice de cet opérateur dans la base e;.
Construire la matrice de cet opérateur dans la base v;.

Ex 5. Changement de base dans R2.
Le produit scalaire de deux vecteurs z,y € R?

X Y1
x: ) - )
(902) Y <y2>

est défini par (x,y) = x1y1 + T2ya.



a) La matrice A
21
a=(35)

définie un opérateur linéaire A dans R?. Montrer (par le calcul
direct) que (Az,y) = (x, Ay). Quelle propriété de la matrice A on
peut utiliser pour démontrer ce résultat 7

b) Soit § €] — m, 7r]. On défini la matrice U
cosf) —sinf
U_< sin @ cos@>'
Montrer que U~ = U?.

c) Montrer que les vecteurs

cwo(i) amo(?)

forment une base orthonormé.
d) Représenter 'opérateur A dans cette base.

e) Trouver 'angle 6 pour lequel la matrice de 'opérateur A est dia-
gonale.

Ex 6. Matrices orthogonales.
Soit E = R?

a) Montrer que les matrices

W[ =

0 01
A= 10 0], B=
010
sont des matrices orthogonales.

b) Calculer B'AB. Est-ce que c’est une matrice orthogonale ?

Ex 7. Rotations et reflections dans R?

Soit E = R3. Trouver les matrices de

a) la rotation d’angle /4 autour du vecteur [ 0



1
b) la rotation d’angle 27/3 autour du vecteur | 1
1

c¢) la reflection par rapport au plan d’equation xzy = 0,

d) la reflection par rapport au plan d’equation z; + x9 — z3 = 0,

Ex 8. Produit vectoriel

Soit E = R3. On considere la base orthonormée

1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 1 5 €3 = 0
0 0 1

a) Montrer que pour toute matrice U

<U€1 ANUes, U63> =detU

b) en déduire que si U est une matrice orthogonale

Uey NUeg = det U(Ues)



